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Notazioni alternative Oltre alla scrittura appena introdotta per
l’integrale si possono trovare anche∫
X
f(x)dµ(x),
∫
X
f(x)µ(dx)
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Notazioni alternative Oltre alla scrittura appena introdotta per
l’integrale si possono trovare anche∫
X
f(x)dµ(x),
∫
X
f(x)µ(dx)
Se X = R e µ = ` misura di Lebesgue scriveremo classicamente∫
X
f(x)dx
Vale la disuguaglianza ∣∣∣∣∫
X
f dµ
∣∣∣∣ ≤ ∫
X
|f | dµ
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Se f : X → [−∞,+∞] una funzione misurabile, dato A ∈ A diremo
che f e` integrabile su A se e` integrabile la funzione f1A. In tale caso
l’integrale di f su A e` definito da∫
A
f dµ :=
∫
X
f1A dµ
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Se f : X → [−∞,+∞] una funzione misurabile, dato A ∈ A diremo
che f e` integrabile su A se e` integrabile la funzione f1A. In tale caso
l’integrale di f su A e` definito da∫
A
f dµ :=
∫
X
f1A dµ
Lo Spazio L(X) e` l’insieme di tutte le funzioni reali sommabili su
X
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Proprieta` valide quasi dappertutto Se (X,A, µ) , e` uno spazio di
misura una proprieta` P relativa agli elementi di X e` detta valida µ
quasi ovunque se l’insieme E dei punti di X dove la proprieta` P non
e` verificata ha misura nulla.
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Proprieta` valide quasi dappertutto Se (X,A, µ) , e` uno spazio di
misura una proprieta` P relativa agli elementi di X e` detta valida µ
quasi ovunque se l’insieme E dei punti di X dove la proprieta` P non
e` verificata ha misura nulla. In altre parole, una proprieta` e` vera µ
quasi ovunque se esiste un insieme N ∈ A tale che µ(N) = 0 e che
contiene tutti i punti ove la proprieta` P non e` verificata.
Esempio Siano f, g : X → [−∞,+∞] misurabili. Diciamo che f = g
quasi ovunque se
µ ({x ∈ X | f(x) 6= g(x)}) = 0
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Esempio Siano f, g : X → [−∞,+∞] misurabili. Diciamo che f ≤ g
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Esempio Siano f, g : X → [−∞,+∞] misurabili. Diciamo che f ≤ g
quasi ovunque se
µ ({x ∈ X | f(x) > g(x)}) = 0
Proposizione Sia (X,A, µ) , e` uno spazio di misura, con µ completa
e siano f, g : X → [−∞,+∞] due funzioni uguali quasi ovunque. Se
f e` misurabile, allora anche g e` misurabile. Inoltre se f ∈ L(X) allora
anche g ∈ L(X) e vale: ∫
X
f dµ =
∫
X
g dµ
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Integrale con la misura di Lebesgue in R
L’integrale di Lebesgue e` la generalizzazione dell’integrale di Riemann.
Il Teorema di Lebesgue Vitali illustra completamente le relazioni fra le
due nozioni di integrale. Iniziamo ricordando la definizione di integrale
di Riemann.
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L’integrale di Riemann
f : [a, b]→ R
a
f HaL
b
f HbL
x
y
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Chiamiamo partizione di [a, b] i sottoinsiemi finiti σ di [a, b] , per cui
a, b ∈ σ
8/26 Pi?
22333ML232
Chiamiamo partizione di [a, b] i sottoinsiemi finiti σ di [a, b] , per cui
a, b ∈ σ Dunque, per un certo n ∈ N:
8/26 Pi?
22333ML232
Chiamiamo partizione di [a, b] i sottoinsiemi finiti σ di [a, b] , per cui
a, b ∈ σ Dunque, per un certo n ∈ N:
σ = {a = x0, x1, . . . , xn−1, xn = b}
8/26 Pi?
22333ML232
Chiamiamo partizione di [a, b] i sottoinsiemi finiti σ di [a, b] , per cui
a, b ∈ σ Dunque, per un certo n ∈ N:
σ = {a = x0, x1, . . . , xn−1, xn = b}
a bx1 x2 xn-1xn-2
8/26 Pi?
22333ML232
Chiamiamo partizione di [a, b] i sottoinsiemi finiti σ di [a, b] , per cui
a, b ∈ σ Dunque, per un certo n ∈ N:
σ = {a = x0, x1, . . . , xn−1, xn = b}
a bx1 x2 xn-1xn-2
Gli elementi della partizione sono elencati in modo che xi−1 < xi per
ogni i = 1, . . . , n.
La collezione di tutte le partizioni di [a, b] si indica con Ω ([a, b]).
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Se f : [a, b]→ R e` limitata,cioe` per ogni x ∈ [a, b]:
−∞ < m := inf
y∈[a,b]
f(y) ≤ f(x) ≤ sup
y∈[a,b]
f(y) := M < +∞
scriveremo f ∈ B ([a, b])
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Se f : [a, b]→ R e` limitata,cioe` per ogni x ∈ [a, b]:
−∞ < m := inf
y∈[a,b]
f(y) ≤ f(x) ≤ sup
y∈[a,b]
f(y) := M < +∞
scriveremo f ∈ B ([a, b])
Se f ∈ B ([a, b]) e se σ ∈ Ω ([a, b]) diremo somma inferiore di f
generata da σ, il numero reale:
s (f, σ) :=
n∑
i=1
mi (xi − xi−1)
ove per ogni 1 ≤ i ≤ n:
mi = inf
xi−1≤x≤xi
f(x)
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Diremo somma superiore di f generata da σ il numero reale:
S (f, σ) :=
n∑
i=1
Mi (xi − xi−1)
in cui si e` posto:
Mi = sup
xi−1≤x≤xi
f(x)
10/26 Pi?
22333ML232
Diremo somma superiore di f generata da σ il numero reale:
S (f, σ) :=
n∑
i=1
Mi (xi − xi−1)
in cui si e` posto:
Mi = sup
xi−1≤x≤xi
f(x)
Il significato geometrico delle nozioni ora introdotte e` ispirato al caso
di f non negativa. Si vuole misurare l’aera della regione di piano
delimitata dal grafico di f , dalle due verticali condotte per gli estremi
a e b dell’intervallo e il segmento dell’asse delle ascisse di estremi a e
b.
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a
f HaL
b
f HbL
x
y
Figura 1: s (f, σ)
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a
f HaL
b
f HbL
x
y
Figura 2: S (f, σ)
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I numeri: sup
σ∈Ω([a,b])
s(f, σ), inf
σ∈Ω([a,b])
S(f, σ),
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I numeri: sup
σ∈Ω([a,b])
s(f, σ), inf
σ∈Ω([a,b])
S(f, σ), sono detti integrale
inferiore e integrale superiore di f ∈ B ([a, b]) .
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Sono rappresentati con le notazioni:
sup
σ∈Ω([a,b])
s(f, σ) :=
∫ b
a
f(x) dx, inf
σ∈Ω([a,b])
S(f, σ) :=
∫ b
a
f(x) dx.
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Sono rappresentati con le notazioni:
sup
σ∈Ω([a,b])
s(f, σ) :=
∫ b
a
f(x) dx, inf
σ∈Ω([a,b])
S(f, σ) :=
∫ b
a
f(x) dx.
Si ha che: ∫ b
a
f(x) dx ≤
∫ b
a
f(x) dx
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f ∈ B ([a, b]) si dice integrabile secondo Riemann se:
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f ∈ B ([a, b]) si dice integrabile secondo Riemann se:∫ b
a
f(x) dx =
∫ b
a
f(x) dx
In tal caso il valore comune dell’integrale superiore e dell’integrale
inferiore si denota con il simbolo:∫ b
a
f(x) dx
Chiameremo tale valore integrale di Riemann di f su [a, b] .
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Il sottoinsieme delle funzioni f ∈ B ([a, b]) che risultano integrabili
secondo Riemann in [a, b] si denota con il simbolo R ([a, b]) .
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li secondo Riemann in [a, b] si denota con il simbolo R ([a, b]) . Vale
l’inclusione stretta R ([a, b]) ⊂ B ([a, b]) .
16/26 Pi?
22333ML232
Il sottoinsieme delle funzioni f ∈ B ([a, b]) che risultano integrabi-
li secondo Riemann in [a, b] si denota con il simbolo R ([a, b]) . Vale
l’inclusione stretta R ([a, b]) ⊂ B ([a, b]) .
D(x) =
0 se x ∈ [0, 1] ∩ (R\Q) ,1 se x ∈ [0, 1] ∩Q,
16/26 Pi?
22333ML232
Il sottoinsieme delle funzioni f ∈ B ([a, b]) che risultano integrabi-
li secondo Riemann in [a, b] si denota con il simbolo R ([a, b]) . Vale
l’inclusione stretta R ([a, b]) ⊂ B ([a, b]) .
D(x) =
0 se x ∈ [0, 1] ∩ (R\Q) ,1 se x ∈ [0, 1] ∩Q,
e` un elemento di B ([a, b]) , ma D /∈ R ([a, b]) in quanto:
16/26 Pi?
22333ML232
Il sottoinsieme delle funzioni f ∈ B ([a, b]) che risultano integrabi-
li secondo Riemann in [a, b] si denota con il simbolo R ([a, b]) . Vale
l’inclusione stretta R ([a, b]) ⊂ B ([a, b]) .
D(x) =
0 se x ∈ [0, 1] ∩ (R\Q) ,1 se x ∈ [0, 1] ∩Q,
e` un elemento di B ([a, b]) , ma D /∈ R ([a, b]) in quanto:∫ b
a
D(x) dx = 0 <
∫ b
a
D(x) dx = 1.
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Teorema di Lebesgue Vitali
Sia f : [a, b]→ R una funzione limitata. Allora
a) f ∈ R ([a, b]) ⇐⇒ f ∈ C ([a, b]) per quasi ogni x ∈ [a, b]
b) f ∈ R ([a, b]) =⇒ f ∈ L ([a, b] , `) e vale∫ b
a
f(x) dx =
∫
[a,b]
f d`
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Integrali rispetto ad altre misure
Ricordiamo la definizione della misura di Dirac.
Sia x0 ∈ X. Per ogni A ∈ P(X)
δx0(A) =
1 se x0 ∈ A0 se x0 /∈ A
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Integrali rispetto ad altre misure
Ricordiamo la definizione della misura di Dirac.
Sia x0 ∈ X. Per ogni A ∈ P(X)
δx0(A) =
1 se x0 ∈ A0 se x0 /∈ A
Osserviamo che tale misura si puo` scrivere come δx0(A) = 1A(x0)
Ogni funzione e` integrabile rispetto alla delta di Dirac concentrata in
x0, infatti si ha che ∫
X
fdδx0 = f(x0)
19/26 Pi?
22333ML232
Consideriamo la misura che opera in questo modo. Sia (xn) una
successione in X, allora
µ(A) =
∑
n≥1
1A(xn)
in questo modo µ conta quanti elementi della successione cadono in
A.
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Consideriamo la misura che opera in questo modo. Sia (xn) una
successione in X, allora
µ(A) =
∑
n≥1
1A(xn)
in questo modo µ conta quanti elementi della successione cadono in
A.
Si verifica che una funzione misurabile f e` integrabile se e solo se la
serie
∑
n≥1
|f(xn)| e` convergente e in tal caso
∫
X
fdµ =
∑
n≥1
f(xn)
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Questo esempio ci dice che le serie numeriche possono essere viste
come integrali di Lebesgue: se (an) e` una successione numerica tale
che
∑
n≥1
an e` assolutamente convergente, allora possiamo scrivere
∑
n≥1
an =
∫
R
a(x)dµ(x)
dove a(n) = an, a(x) = 0 se x /∈ N e µ e` la misura che conta gli interi
non negativi
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Ogni funzione non negativa e misurabile definita su uno spazio di
misura (X,A, µ) genera a sua volta una nuova misura. Questo fatto
e` molto utile in probabilita`.
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Ogni funzione non negativa e misurabile definita su uno spazio di
misura (X,A, µ) genera a sua volta una nuova misura. Questo fatto
e` molto utile in probabilita`.
Teorema sulla generazione di misure
Siano (X,A, µ) , spazio di misura, f : X → [0 +∞] misurabile e non
negativa. Allora per ogni A ∈ A la funzione
φ(A) :=
∫
A
fdµ
e` una misura su A
Si ha poi che φ e` finita, cioe´ φ(X) < +∞ se e solo se f ∈ L(X,µ)
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Dimostrazione. Essendo ovvio che φ(∅) = 0 dobbiamo dimostrare che
se An ∈ A, n ∈ N e` tale che Ai ∩ Aj = ∅ per i 6= j posto A =
∞⋃
n=1
An
vale:
φ(A) =
∞∑
n=1
φ(An)
23/26 Pi?
22333ML232
Se f e` la funzione caratteristica di un insieme misurabile E ∈ A la
additivita` numerabile di φ e` conseguenza dell’additivita` numerabile
di µ in quanto ∫
A
1Edµ = µ(A ∩ E)
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Se f e` la funzione caratteristica di un insieme misurabile E ∈ A la
additivita` numerabile di φ e` conseguenza dell’additivita` numerabile
di µ in quanto ∫
A
1Edµ = µ(A ∩ E)
La stessa conclusione e` lecita se f e` una funzione semplice della forma
f =
∑
i
fi1Ei
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Nel caso generale di una funzione misurabile non negativa f per ogni
funzione semplice s tale che 0 ≤ s ≤ f si ha∫
A
s dµ =
∞∑
n=1
∫
An
s dµ ≤
∞∑
n=1
∫
An
f dµ =
∞∑
n=1
φ(An)
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Nel caso generale di una funzione misurabile non negativa f per ogni
funzione semplice s tale che 0 ≤ s ≤ f si ha∫
A
s dµ =
∞∑
n=1
∫
An
s dµ ≤
∞∑
n=1
∫
An
f dµ =
∞∑
n=1
φ(An)
Ma allora, per la definizione di integrale di una funzione misurabile si
ha, passando all’estremo superiore:
sup
0≤s≤f
∫
A
s dµ =
∫
A
f dµ = φ(A) ≤
∞∑
n=1
φ(An) (A)
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Ora osserviamo che se esiste un An per cui φ(An) = +∞ la tesi e` ovvia
in quanto si ha per costruzione che φ(A) ≥ φ(An). Allora possiamo
limitarci a provare l’asserto nell’ipotesi in cui φ(An) < +∞ per ogni
n ∈ N.
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in quanto si ha per costruzione che φ(A) ≥ φ(An). Allora possiamo
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In tale situazione fissato ad arbitrio ε > 0 possiamo scegliere una
funzione semplice s tale che 0 ≤ s ≤ f e tale che∫
A1
s dµ ≥
∫
A1
f dµ− ε
2
,
∫
A2
s dµ ≥
∫
A2
f dµ− ε
2
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Ora osserviamo che se esiste un An per cui φ(An) = +∞ la tesi e` ovvia
in quanto si ha per costruzione che φ(A) ≥ φ(An). Allora possiamo
limitarci a provare l’asserto nell’ipotesi in cui φ(An) < +∞ per ogni
n ∈ N.
In tale situazione fissato ad arbitrio ε > 0 possiamo scegliere una
funzione semplice s tale che 0 ≤ s ≤ f e tale che∫
A1
s dµ ≥
∫
A1
f dµ− ε
2
,
∫
A2
s dµ ≥
∫
A2
f dµ− ε
2
Pertanto
φ(A1 ∪ A2) ≥
∫
A1∪A2
s dµ =
∫
A1
s dµ+
∫
A2
s dµ ≥ φ(A1) + φ(A2)− ε
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sicche´
φ(A1 ∪ A2) ≥ φ(A1) + φ(A2)
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sicche´
φ(A1 ∪ A2) ≥ φ(A1) + φ(A2)
Ragionando induttivamente si ha che per ogni n ∈ N
φ(A1 ∪ · · · ∪ An) ≥ φ(A1) + · · ·+ φ(An) (∗)
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sicche´
φ(A1 ∪ A2) ≥ φ(A1) + φ(A2)
Ragionando induttivamente si ha che per ogni n ∈ N
φ(A1 ∪ · · · ∪ An) ≥ φ(A1) + · · ·+ φ(An) (∗)
Poiche´ A ⊃ A1 ∪ · · · ∪ An da (∗) segue che
φ(A) ≥
∞∑
n=1
φ(An) (B)
La tesi scende allora da (A) e (B). 
